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Pensieve header: The PBW multiplication tensor for $gl_{n,\epsilon}$ using the $\lambda$-tangent
formalism. Some material from pensieve://Projects/UEA.

in[-1:=  SetDirectory@"C:\\drorbn\\AcademicPensieve\\Projects\\SolvablePBW";
<< KnotTheory”

Loading KnotTheory™ version of October 29, 2024, 10:29:52.1301.
Read more at http://katlas.org/wiki/KnotTheory.

Prolog

m[-1:= BeginPackage["UEA™ "];

Print["UEA" does computations in general universal enveloping
algebras and PBW algebras. It is in the public domain, available
at http://drorbn.net/AcademicPensieve/Projects/SolvablePBW/.
Dror Bar-Natan is committed to support it within
reason until June 1, 2027. This is version 260601."];

Print["UEA" implements / extends ",

Sorte {"x+", B, m, SetAlgebra, U, UB, UProducts, USimp, UU, $Basis, $PBWRule, 6},
e

Begin[" Private "];

UEA™ does computations in general universal enveloping algebras and PBW algebras. It is in the
public domain, available at http://drorbn.net/AcademicPensieve/Projects/SolvablePBW/. Dror
Bar-Natan is committed to support it within reason until June 1, 2027. This is version 260601.

UEA® implements / extends {«+*, B, m, SetAlgebra, U, UB, UProducts, USimp, UU, &, $Basis, $PBWRule}.
Utilities
In[]:= 51:_,_7'_ o= I‘F[l ==j, 1, 0];

SSQ[x_] :=-NilQ[x]; (* Semi-Simple Q «)

Implementing general universal enveloping algebras

mf-]- B[@, _1=0; B[_, 0] =0;
B[c_*x_, vy ] /; MemberQ[$Basis, x] := Expand[cB[x, y]];
B[y , c_*x_] /; MemberQ[$Basis, x] := Expand[c B[y, x]];
B[x Plus, y ] := B[#, y] & /@ x;
B[x_, y _Plus] := B[x, #] & /@ y;
B[x_ , x ] =0;
B[y_, x_] := Expand[-B[x, y]1;
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in[-]= x_ <y :=0rderedQ[{x, y} /. $PBWRule]; x <y :=!OrderedQ[{y, x} /. $PBWRule];
UU; [1] := Ui[];
UU; [x_"-] :=UU; eeTable[x, {p}];
W; [&5] := & /. {
Ulxs__ ] = U;[xs],
X_ /3 MemberQ[$Basis, x] = U;[x]
}s
UU; [x_, xs__1 = UUgs[X] UU¢a[xS] // Expand // Mgy t25i5
USimp[& ] := Collect[&, Times[U [__] ..], Expand];
USimp[& ] := Expand[&];

n[-1:= ms_[@] =05
ms [x_Plus] := ms /@ x;
ms [sd_SeriesData] := MapAt[mg, sd, {3, All}];
m .5 [&] =& /. Ui ->Ujy;

inf-l= My 5 5 [€ Ui [x___TUj [11 :=cUp[x];
mi ,5 e [€ Ui [TU; [y __11:=cU[y];
Mi 5 ok [C_ Ui [xx___, x 1U; [y_,yy_ __1]1:=If[x=y,
cUp[xx, X, ¥, YY1,
((Ui[xx] (Uj[y, x] +UU;[B[x, y]11) // Expand // m;, ;,i) U;[yy]l // Expand // m; ;)
c // USimp

15

in[-]:=  UProducts[{}, O] = {1}; UProducts[{}, d Integer] /; d>0 = {};
UProducts[{i_, is___}, d_Integer] := Sorte
FlatteneTable[ (U; @@e Subsets [$Basis, {j}]1) u, {j, ©, d}, {u, UProducts[{is}, d-3j1}1;

in[-]1:= Supp[&_] := UnioneCases[{&}, U; [___1=»1, =];

in[-1:=  Unprotect [NonCommutativeMultiply];
NonCommutativeMultiply[x ] := x;
X ®y := Module[{is =Supp[x] NSupp[y]l, o, 2},
z=x; DO[Z =Mmi0eil[2], {i, i5}]1;
z =Expand[y z]; DO[Z =Muei,isi[2], {i, is}]; z1;
UB[x , vy ] := USimp[x® y -y ® x];

Epilog

mm[-1:=  End[]; EndPackage[];
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Predefined Algebras

sl(2)

in[-]1:=  Print ["UEA" SetAlgebra knows \"s12\"."];

UEA" SetAlgebra knows "s12".

SetAlgebra["s12"] := (

Print["In sl2: (e,h,f)/([h,e]=2e, [h,f]=-2f, [e,f]=h)."];

B[h, e] =2e; B[h, f] =-2f; B[e, f] = h;
$Basis = {e, h, f};

$PBWRule = {e-»>1, h»2, f - 3};

NilQ[e] = NilQ[f] = True; NilQ[h] = False;
)5

8lh.e

In[-]:= Print["UEA‘SetAlgebra knows the e-nilpotent algebra gl,,’e."];

UEA"SetAlgebra knows the e-nilpotent algebra gl, ..

SetAlgebra[gl, .| := (
$Basis = Flattene{
Table[y,,z, {B, 2, n}, {a, 1, B-1}1,
Table[Xa,55 {B> 1, N}, {a, 1, B}]
}s
NilQ[y__] = True; NilQ[x, ,; 1 = (a=!=8); (» Nilpotent Q «)
$PBWRule = Thread[$Basis » Range@Length@$Basis];
B[Xi ,i 5 Xe ,0. ] t=065,rXi,1 —61,iXg,55

BLYi ,i s Ye ,. ] :=€65,rYi,. —€61,iYr,j5

B[Xi ,7 5 YL,k 1:=065kXi,1 -81,iXp,j/+Xe 5 »If[as /B, €Xp p5 VYa,s];

)5
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i ] SetAlgebra[gl; .];

$PBWRule
MatrixForme@Table[ {bl, b2} -» B[b1, b2], {bl, $Basis}, {b2, $Basis}]
Out[«]=

{(Y1,2> 1, ¥1,3>2, ¥2,3> 3, X1,1 >4, X1,2>5, X2,2 26, X1,3>7, Xz,3>8, X3,3>9}

Out[«]//MatrixForm=

{Y1,25 ¥1,2} > © {y1,2> ¥1,3} > © {Y1,25 ¥2,3} > €Y1,3 {Y1,25 X1,1} =¥
{Y1,35 ¥Y1,2} > © {¥1,3> ¥1,3} > © {¥1,3 ¥2,3} > © {Y1,3, X1,1} =Y
{Y2,3, ¥1,2} > -€Y1,3 {y2,35 ¥1,3} ~>© {Y2,35 ¥2,31 > © {y2,35, X1,1} =
{X1,15 Y1,2} = -¥2,1 {X1,15 Y1,3} > -¥3,1 {X1,15 ¥2,3} > 0 {X1,15 X1,1} =
{X1,25 Y1,2} 2 EX1,1 - € X2,2 {X1,25 Y1,3} = -V¥3,2 {X1,25 ¥2,3} > 0 {X1,2, X1,1} = —>
{X2,25 ¥1,2} 2 ¥2,1 {X2,25 ¥1,3} > © {X2,25 ¥2,3} = -Y3,2 {X2,25 X1,1} =
{X1,3, ¥1,2} 2> -€Xa,3 {X1,35, ¥1,3} > € X1,1 - €X3,3 {X1,3, ¥2,3} 2 €Xy,2 {X1,3, X1,1} > ->
{X2,35 ¥1,21 > © {X2,35 ¥1,3} 2 ¥2,1 {X2,35 ¥2,3} 2 €X2,2-€X3,3  {Xz,3, X1,1} =
{X3,3, Y1,2} > © {X3,35 ¥1,3} 2 ¥3,1 {X3,35 ¥2,3} 2 ¥3,2 {X3,35 X1,1} =

in[-]:= $k = 23
X0 = ($Basis /. {x » £0, y - n@}) .$Basis + 0[e]***!
x1 = ($Basis /. {x » €1, y - n1}) .$Basis + 0[e]***!

Out[e]=

(Y1,2 101,72 +Y1,37101,3 +¥2,3710;,3 + X1,1 €011 + X1,2 EO1 2 + X1,3 E01,3 + X2,2 €03 5 + X2,3 0 3 + X3,3 £03,3) +

orel?

out[«]=

(Y1,2M111,5 +Y1,3 111,53 +¥2,3 015 3 + X1,1 €111 + X1,2 €110 + X1,3 E11,3 + X2,2 €15 5 + X3,3 €15 3 + X3,3 E13,3) +

o[e]?

in[-1:= A= Table[Coe-Fficient[B[b, Normalex®], c] +0[e]***, {c, $Basis}, (b, $Basis}]

Out[e]=

?, n8,3e+0[e]?, 0[e]?, 0[e]?},
’,0[e]’, -n8y,,e+0[e]?, O[]’

£0,,3+0[e]?, 0[e]?, (-£0;,1+£@s3) +0[e]’, -£0;,+0[e]?, -£08;,3+0[e]},

{£@1,5e+0[e]?, 0[€])?, 0[€e]?, 0[€]?, 0[€]?, £@,,5+0[€]’, -n@; ,€+0[e]’,
(-£0,,+ £03,3) +0[e]?, -£08, 3+ 0[e]?}, {0[€]?, €0, 5 +0[e]?,
€0,,5€+0[e]’, 0[e]?, 0[e]?, 0[e]?, -n@; 3€+0[e]’, -n@, 3e+0[e]?, 0[e]’}}
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in[-]:= A // Normal // MatrixForm

Out[-]//MatrixForm=

(%] %] 0 %] (%] (%] 0 0 %]
ENO, 5 <] -€N0;, O 0 0 (] 0 0
0 0 0 4] 0 0 0 0 0
-€ 801, -€&0,3 0 0 €N0y 5 0 €N0y 3 0 0
0 0 -€&013 €015 -0, +E80,, -E£01 €Nd, 3 0 0
€ &84, 0 -€ &0, 3 0 -€ 7701,2 0 0 € r]02,3 0
0 % 0 €03 €0, 3 0 ~-£01,1 + 03,3 -£01, -£01,3
€E&01,3 0 0 0 0 €0, 3 -€nN0q,, ~£0y,5, + 6033 -£0, 3
0 €E01,3 €£E0,3 0 0 0 -€1N0q 3 -€n0, 3 %]
in[-]:= MatrixExXp[ (A // Normal) /. e - @] // Simplify
Out[e]=
{{1, 0,0,0,0,0,0,0,0}, {0,1,0,0,0,0,0,0,0},
{e,0,1,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,1,0,0, 0,0, 0},
-0y 1+£0, 5 8y 1480, ,
le, 0,0, 1-e ) S (1-e ) 2 e, o},

€01,1-E£0; €01,1-E60;
(0,0,0,0,0,1,0,0,0), {e, 0, 0,
(€% (€011 (- ( (e - €%) €012 £0y3) + (€71 - %2) €013 (£82,2- €833) | - (72 - ™)
£01,3E0;,5 (€05 - E03.3) +E01, 0, 3 ( (‘E&M - @§e3’3> £0, 5 - (‘Ega“ - @§02’2> §93,3> ) ) /

67501,1 (efez,z _ ef%,a) §92’3
((£01,1-E0,,5) (01,1 - E03,3) (€03, -E033) ), s
€0, - €03 3

e 011t (_egem + eée“) (ege“ - (9503:3) £0,,, 80, 3
(6011~ £82,2) (£82,2 -~ 03 3) ’
e (e—§01,1 - 6—502,2) £01,, 1
€01,1-£0; 5 ’ (01,1 -E03,5) (£01,1 - E03,3) (£0;3,5 - £03,3)
e 0 el (€011 (egem (‘Ege“ - 6503’3) £01,, £0, 3 - %2 (egam - 6503’3> £01,3 (£@2,2 - 033) ) +
e*%22 (6&“ - egam> £01,3603,5 (£0;,5, - E03,3) -
£01,, £0,,3 (€2 (%11 - %) €0, , - e (%1 - e*%2) €03 3) ) }:

e*§91,1+§93,3)

1 - @ 592,27603,3 £0, 3
{0, 9,0,0,0, ( ) L0, o0t }J
€0;,, - £03 3 €05, - E03 3

(0,0,0,0,0,0,0,0,1}}

(1 _ e*§ez,z+§93,3> £0, 5

in[-]:= MatrixExp [A // Normal]

Out[e]=

$Aborted
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in[-]:= MatrixExp [A]
Eigenvalues: Unable to find all roots of the characteristic polynomial.

Out[«]=
MatrixExp|{{0[e]?, 0[e]?, 0[€]?, 0[e]?, O[e]?, 0[e]?, O[e]?, O[€]?, O[e]?},

{n@,,3e+0[€])’, 0[e]?, -n@; € +0[e]?, [ ]3,0[613,0[613,0[(—:13,0[613,0[613},
{O[eﬁ,0[e13,0[e}3,0[e]3,0[ el’, 0[el’ [6]3,0[€J3,0[6]3},
{-£01,,€+0[€]?, -€0;,3¢+0[€]?, 0[€] ,O[e] , n@:,€+0[€]’, 0[e]?,
7701,36+0[<—:]3,0[e}3,0[€] }s { [e]?, 0[e]? —§else+0[e]3, £0;,,+0[e]’
(01,1 +£0,,,) +0[e ] -£0;,,+0[e]?, 10, 3e+0[e]?, 0[e]?, 0[e]?},
{€0,,,€+0[€]?, 0[e]?, -£0@,,3€+0[e]?, 0[€]?, -n@; ,€+0[e]?, 0[€]?,

0[e]®, n@, 3e+0[e]’, 0[e]?}, {0[e]?, 0[€]?, 0[e]?, €0, 5+0[e]?,
£0,,5+0[e]?, 0[€]?, (-£@y,1+&@33) +0[€]’, -€0; ,+0[e]?, -€0; 3+ 0[e]’},
{€0,,5e+0[€)?, 0[e]?, 0[€])?, 0[e]?, O[€]?, £0,,3+0[€]?, -n@; ,€+0[e]’,
(-0, +£03,3) +0[e]?, -6, 3+ 0[e]’}, {0[€]?, €0;35e+0[e]?, £6, 3¢ +0[e]?,
0[e]?, 0[€]®, 0[e]?, -n@; 3¢ +0[€]’, -n@, ;€ +0[e]>, 0[e]’}}]

€

m[-]:=  adExp[x_][y_] := Expand@Module[{A, b, c},
A = Table[Coefficient[B[b, x], c], {c, $Basis}, {b, $Basis}];
$Basis.MatrixExp[A].Table[Coefficient[y, b], {b, $Basis}]
1

in[-]-= adExp [x@] [x1]

Out[«]=
X1,2 M1,2 + X1,37M1,3 + X1,4 1,4 + X1,5 1,5 + X2,3 12,3 + X2,4 12,4 + X2,5 12,5 + X3,4 13,4 + X3,5 13,5 + Xa,5 Na,s —

X1,3 12,3 €1,2 = X1,4 N2,4 1,2 — X1,5 N2,5 $1,2 = X1,4 13,4 §1,3 = X1,5 13,5 §1,3 = X1,5 14,5 $1,4 +
1
X1,3 11,2 $2,3 —~ X2,4 13,4 2,3 — X2,5 13,5 €2,3 + ; X1,4M3,4 €1,2 2,3 + E X1,5 73,5 1,2 §2,3 +
1
X1,4 M1,2 2,4 — X2,5 Na,5 2,4 + E X1,5 Na,5 $1,2 $2,4 + X1,5 N1,2 2,5 + X1,4 N1,3 €3,4 +

X2,4 12,3 £3,4 — X3,5 Na,5 €3,4 — X1,4 12,3 $1,2 3,4 + E X1,5 Na,5 1,3 £3,4 + E X1,4 11,2 £2,3 £3,4 +

1
— X2,5 M4,5 $2,3 €3,4 - — X1,5 Na,5 £1,2 £2,3 §3,4 + X1,5 111,3 §3,5 + X2,5 12,3 £3,5 — X1,5 12,3 1,2 £3,5 +

1
— X1,5M1,2 $2,3 €3,5 + X1,5 N1,4 $a,5 + X2,5 M2,4 Sa,5 + X3,5 13,4 E4,5 — X1,5 12,4 $1,2 E4,5 -

X1,5 13,4 €1,3 4,5 — X2,5113,4 £2,3 E4,5 + E X1,5 13,4 $1,2 £2,3 €a,5 + ; X1,5 11,2 £2,4 a,5 +

1
— X1,571,3 3,4 4,5 + E X2,5 72,3 §3,4 4,5 - E X1,5 12,3 €1,2 £3,4 S4,5 + g X1,5 M1,2 £2,3 £3,4 4,5
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in[-]:- Coefficient [adExp[x@] [yO], Xi,s]

Out[«]=
N1,5 = N2,5 $1,2 = 13,5 1,3 — Na,5 $1,4 + E n3,5 1,2 2,3 + E Na,s 1,2 2,4 + 11,2 $2,5 + E Na,s €1,3 £3,4 —

1 1
g Na,s 1,2 £2,3 §3,4 + 11,3 €3,5 = 12,3 81,2 §3,5 + E N1,2 2,3 €3,5 + N1,4 Sa,5 — 12,4 $1,2 S4,5 — 13,4 €1,3 Sa,5 +

1
E n3,4 €1,2 2,3 4,5 + E N1,2 2,4 Sa,5 + E N1,3 $3,4 Sa,5 — E N2,3 61,2 $3,4 Ea,5 + g N1,2 $2,3 €3,4 €a,5

in[-]:= ATangent[] = 0;
ATangent([xs___, x_] :=adExp[x] [ATangent[xs]] + 8, X;
ATangent[xs_List] := ATangent @@ xs

in[-]:- $Basis ($Basis /. X -» &)
Out[«]=
{X1,2 €1,25 X1,3 1,35 X2,3 62,35 X1,4 1,45 X2,4 £2,45 X3,4 £3,45 X1,5 E1,55 X2,5 2,5, X3,5 £3,5, Xa,5 $a,5)

in[-]:= ATangente@ (A $Basis ($Basis /. x - §))
Out[«]=
X1,2 1,2+ X1,3 81,3+ X1,4 E1,4 + X1,5 1,5 + X2,3E2,3 + AX1,381,2 82,3+
X2,4 €2,4 + AX1,4 81,2 E2,4 + X2,5 2,5 + AX1,5 81,2 E2,5 + X3,4 3,4 + AX1,4 E1,3 3,4+
AX2,4 €23 E3,a+ A2 Xe,0 61,2 €2,3 E3,0+ X3,5 E3,5 + AXa,5 £1,3 E3,5 + AXp,5 £2,3 83,5 +
X% X1,5 £1,2 €2,3 3,5 + Xa,5 Ea,5 + AX1,5 E1,a Sa,5 + AX2,5 E2,4 Ea,5 + A2 Xa,5 £1,2 E2,4 Ea,5 +

2 2 3
AX3,5E3,4 84,5+ A" X1,581,3E83,484,5+ A" X2,582,383,484,5+ A" X1,5E81,2E2,3E3,48a,5

in[-1:= 1hs = Join[A $Basis ($Basis /. x » &§), A $Basis ($Basis /. x»n)] // ATangent
Out[-]=
X1,2 M1,2 + X1,3 71,3 + X1,4 1,4 + X1,5 11,5 + X2,3 12,3 + A X1,3 11,2 12,3 + X2,4 2,4 + AX1,4M1,2 12,4 +
X2,5 2,5 + AX1,5 11,2 12,5 + X3,4 13,4 + AX1,471,37]3,4+AX2,472,313,4 + 2 X1,4 M1,2 M2,3 73,4 +
X3,5 3,5 + AX1,5 11,3 13,5 + A X2,5 12,3 13,5 + A° X1,5 11,2 12,3 13,5 + Xa,5 Na,5 + A X1,5 11,4 14,5 +
A Xa,5 12,4 Na,s + A2 X1,5 11,2 12,4 4,5 + A X3,5 13,4 Ta,5 + A> X1,5 11,3 13,4 Na,5 + A° X2,5 12,3 13,4 Na,5 +
X% X1,5 11,2 M2,3 13,4 Na,s + X1,2 E1,2 + AX1,3 12,3 E1,2 + AX1,2 12,4 E1,2 + AX1,5 2,5 £1,2 +
X% X1,4 12,3 M3,8 E1,2 + A2 X1,5 12,3 M3,5 €1,2 + A° Xa,5 N2,4 Na,s5 E1,2 + > X1,5 12,3 3,4 Na,5 £1,2 +
X1,3E1,3+ AX1,4 03,4 E1,3 + A X5 13,5 E1,3 + A° X1,5 73,2 Na,s €1,3 + X1,4 E1,4 + AX1,5 a5 E1,2 +
X1,5 E1,5 + X2,3 €2,3 - AX1,3 11,2 £2,3 + AX2,2 13,4 E2,3 ~ A° Xa,2 11,2 13,4 £2,3 + A X2,5 13,5 £2,3 —
22 X1,5 M1,2 13,5 £2,3 + 22 X2,5 13,4 Na,s $2,3 — 33 X1,5NM1,2 113,84 Na,5 €2,3 + AX1,3E1,20 E2,3 +
e X1,4M3,4 $1,2 §2,3 + A2 X1,5 13,5 §1,2 $2,3 + P X1,5 13,4 Ma,5 1,2 €2,3 +X2,4 2,4~ AX1,4M1,2 62,4 +
AX2,5Na,5 $2,4 — 22 X1,5 11,2 Na,5 2,4 + AX1,4 $1,2 $2,4 + 22 X1,5 Na,5 1,2 $2,4 + X2,5 §3,5
AX1,57M1,2 E2,5 + AX1,5 51,2 E2,5 + X3,4 E3,4 - AX1,4M1,3E3,4 - AX2,4M2,3E3,4+AX3,5N4,5E3,4 -
e X1,5 11,3 Na,s €3,4 — 2 X2,5 12,3 14,5 £3,4 + AX1,4 §1,3 E3,4 + e X1,5 14,5 1,3 §3,4 + AX2,4 §2,3 3,4 -
X2 X1,aM1,2 €2,3 €34 + A2 Xa,5 Nays €2,3 3,4 — A Xa,5 1,2 Na,s €2,3 3,4+ A2 Xe,4 1,2 2,3 E3,0 +
X X1,5Ma,s €1,2 €2,3 3,4 + X3,5 E3,5 - AX1,5 11,3 £3,5 - AX2,5 72,3 3,5 + A X1,5 1,3 &35 +
AXa,5 €23 E3,5 - A2 Xe,5 11,2 €2,3 §3,5 + A2 Xa,5 1,2 £2,3 §3,5 + Xa,5 Ea,5 — AX1,5 1,4 Ea,5 -
AX2,5 12,4 Ea,5 -~ AX3,573,4Ea,5 + AX1,5E1,4Ea,5+AXy,5E2,48a,5 - 22 X1,5 N1,2 2,4 Ea,5 +
e X1,5 €1,2 £2,4 4,5 + A X3,5 3,4 E4,5 — e X1,5 11,3 £3,4 Sa,5 - e X2,5 12,3 £3,4 Sa,5 +

2 2 3 3
A" X1,561,383,484,5+ A" X2,5E2,3E83,48a,5 - A" X1,5M1,2$2,3E3,4 84,5+ A7 X1,5E1,262,3E3,48a,5
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In[«]:=

Out[«]=

rhs = ATangente ($Basis ($Basis /. x5 - fop[A]))

X1,2 F1,2" [A] + Xq,3 F2,3[A] F1,2" [A] + Xa,a F2,a [A] F1,2"[A] + Xq,5 F2,5 [A] F1,2" [A] +
X1,4 F2,3[A] F3,4[A] F1,2" [A] + Xq,5 F2,3[A] F3,5[A] F1,2" [A] + Xq,5 F2,4[A] fa,5[A] F1,2" [A] +
X1,5 F2,3[A] F3,4[A] fa,5[A] F1,2" [A] +Xq,3 F1,3" [A] + Xq,4 F3,2[A] F1,3" [A] + Xq,5 F3,5 [A] F1,3" [A] +
X1,5 F3,4[A] fa,5[A] F1,3" [A] + X1,4 F1,4" [A] + Xq,5 Fa,5 [A] F1,2" [A] + Xa,5 F1,5" [A] +Xp,3 F2,3" [A] +
[A] F2,3" [A] + Xo,5 3,5 [A] F2,3" [A] + X2,5 F3,4 [A] F4,5[A] F2,3" [A] + Xg,4 F2,4"[A] +
[A] F2,4" [A] +Xo,5 Fo,5" [A] + X3,2 F3,4" [A] + X3,5 F4,5 [A] F3,4"[A] + X3,5 F3,5" [A] + Xq,5 f4,5" [A]

X2,4 3,4

Xa,5 Fa,5

in[-]:= (Coefficient[lhs - rhs, #] == @) & /@ $Basis

Out[e]=

{771,2 +&81,,-F12'[A] =0,

N1,3+AN1,2M2,3+ AN2,381,2+ 81,3 - AN1,282,3+A81,282,3-Fa,3[A] F1,2" [A] -f13[A] =0,

N2,3+&2,3-F2,3"[A] =0,

N1,4+AN1,2M2,4+A1N1,373,4 + e N1,2 12,3 73,4+ AN2,4 1,2 + e N2,3M3,481,2+AN3,481,3+&1,4 -
e N1,2 13,4 §2,3 + 2 N3,4$1,262,3-AN1,282,4+A81,2082,4-AN1,3E83,4+A81,383,4~ A N1,2 2,3 £3,4 +
2 E1,2 62,3 E3,0 - Ta,alA] 1,2  [A] — Fo,3[A] Fa,a[A] Fa,0  [A] -~ F3,0[A] 1,37 (4] - Fr,a'[A] = O,

N2,4+AN2,37M3,4+A13,282,3+E2,4-AN2,383,4+X82,383,4-F3,4[A] f2,3"[A] -F24"[A] =0,

N3,a+&3,4 - F3,4"[A] =0,

M1,5 + AN1,2 M2,5 + AT1,3 03,5 + A 11,2 M2,3 3,5 + A 71,4 a5 + A° 01,2 2,4 Na,s + A 11,3 13,4 Na,s +
2> N1,2 2,3 M3,4 Nays + AN2,s 1,2+ A2 02,3 13,5 E1,2 + A Na,aNays E1,2 + A0 12,3 13,4 a5 €1,2 +
A3, E1,3+ A 03,4 a5 E1,3 + ANa,s E1,a + E1,5 — A2 01,2 M3,5 €2,3 - A 11,2 113,4 Nays €2,3 +
22 N3,5 1,2 2,3 + X3 n3,4 4,5 61,2 2,3 - A2 N1,2 Na,s 2,4 + A2 Na,s €1,2 2,4 —

AN1,282,5+A&1,2 80,5 - A? N1,3 Na,s £3,4 + e Na,s 1,3 3,4 — 233 N1,2 Na,s5 £2,3 £3,4 +

23 Na,s €1,2 $2,3 63,4 - AN1,3E3,5 + A 81,3 E3,5 - e N1,2 2,3 €3,5 + 22 €1,262,3 83,5~

AN1,4 Ea,5 + AE1,a Ea,s - A M1,2 E2,a Ea,5 + A2 E1,2 82,2 Says - A2 11,3 E3,4 Eays +

N2 E1,3 83,005 - 22 N1,22,3 83,0 a5+ X0 E1,2 €2,3 E3,a Says — Fo,5[A] F1,07 [A] -

f2,3[A] F3,5 [A] F1,2"[A] = F2,a [A] Fa,5[A] F1,2" [A] - Fa,3[A] F3,4[A] Fa,5[A] F1,2"[A] -
f3,5 [A] F1,3" [A] — 3,4 [A] Fa,5[A] F1,3" [A] ~ Fa,5[A] F1,4" [A] - F1,5"[A] =0,

N2,5 + AN2,3 73,5 + AT2,4 Na,5 + A 12,3 13,a Ta,5 + AN3,5 E2,3+ A2 3,8 Na,s 2,3 + ANays Ea,4 + 2,5 -
X N2,3Na,5 3,0+ A2 Nays €2,3 83,0~ AN2,3 83,5+ AEa,383,5 - AN2aéas+AEradas—A2N23E3,28a5+
22 2,3 E3,a Eays — Fa,5 [A] F2,3" [A] — F3,4[A] Fa,5 [A] F2,3" [A] - Fa,5 [A] F2,4"[A] - Fo,5"[A] =@,

N3,5 + AN3,aNa,5+ANa,5S3,4+E3,5-AN3,48a,5+A83,48a,5-Fas[A] F3,4 [A] -F3,5[A] =0,

Na,s + Ea,5 - fa,5' [A] = 0}
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in[-]:= {sol} = DSolve [
Join[
(Coefficient[1lhs - rhs, #] == 0) & /@ $Basis,
$Basis /. X,z > f,5[0] =
1s
$Basis /. x,; - fos[A],
A
1

Out[-]=
{{'F12[)k]*)\7712+7\§12, f1,3[A ]*)U71,3+7k§1,3—7k2fl1,2§2,3:
[A] %Aﬁz 3+AE2,3, F1,alA] » - A (-N1,a-E1,8a+AN1,2 82,4+ AN1,3E3,4) 5
fo,a[A] - ~N2,a- 2,4+ AN2,383,4)5 T3,2[A] > X (N3,a+E3,4) 5 Fa,s[A] > Ana,s + A &as,
[)L]%)T735+)§35*)L N3,a Sa,55 Fa,5[A] = ANa,5+ XA Ea,5 - A>M2,3 E3,5 - A2 2,4 Eayss
F1,5[A] > An1,s + A E1,s - A2 1,2 Ea,5 - A2 11,3 €3, - A n1,a Eas )

mi-]= sol /. A->1
Out[-]=
{f1,2[1] = ma1,2+ 1,25 F1,3[1) = n1,3+ &1,3 - 11,2 62,3, T2,3[1] > 12,3+ &2,3,
(1] > Ma,a+ 1,4 -N1,2 E2,4 ~ 11,3 3,45 T2,4[1] = M2,4+ €2, -712,3 €3,4,
f3,4[1] > N3,a+E3,45 Ta,5[1] 5 Na,5+ a5, F3,5[1] > N3,5+ 3,5 - 13,4 Ea,5,
,5[1]

= "N2,5+&2,5 - N2,3 83,5 - N2,a Ea,55 T1,5[1] > N1,5+&1,5 - N1,2 82,5 - 11,3 E3,5 — 11,4 $a,5)

In[-]:= 0801 = E(1,235(2} [X1,1[2] €1,1[1] +xq1,1[2] &£1,1[2] + @t X1,2[2] &£1,2[1] + e &2l X1,2[2] &€1,2[2] +
ety 312] £1,3[1] + @3N xg 5[2] &1,3[2] + @ 50112 % 4[2] &1,4[1] +
e M %) 412] €1,a02] + @ 31 xg 5[2] &1,5[1] + @551 %y 5[2] £1,5[2] +
X2,2[2] €2,2[1] + X2,2[2] &5,2[2] + e f2202 X2,3[2] €2,3[1] - X1,3[2] &1,2[2] &2,3[1] +
e &3 %, 312] £,302] + @ 2212 x5 4[2] €3,4[1] - X1,4[2] £1,2[2] £2,4[1] +
e M x5 412] £2,402] + @ %2218 x5 5 [2] &€5,5[1] - X1,5[2] £1,2[2] &2,5[1] +
e &slll X2,5[2] £2,5[2] +X3,3[2] &3,3[1] +X3,3[2] &3,3[2] + e 532 X3,4[2] &3,4[1] -
X1,4[2] €1,3[2] &€3,4[1] - X2,4[2] €2,3[2] €3,a[1] + e 1M x5 4[2] &£3,4[2] +
e &312) x5 5 [2] €3,5[1] - X1,5[2] £1,3[2] &3,5[1] - Xz,5[2] &2,3[2] &3,5[1] +
e 5 x3 5 [2] €3,5[2] +Xa,4[2] €a,a[1] + Xa,4[2] E4,4[2] + @ 512) x4 5[2] &4,5[1] -
X1,5[2] €1,a4[2] €a,5[1] - X2,5[2] £2,4[2] €a,5[1] - X3,5[2] &£3,4[2] €a,5[1] +
e &5 %, 5 [2] €a,5[2] +Xs,5[2] &s,5[1] +X5,5[2] &s5,5[2]1, 0, O] [1] /. & ,: [_]1~©

Out[-]=
X1,2[2] €1,2[1] +X1,2[2] €1,2[2] +X1,3[2] €1,3[1] +X1,3[2] &1,3[2] +
X1,4[2] €1,4[1] +X1,4[2] £1,4[2] +Xq,5[2] €1,5[1] + Xa,5[2] &1,5[2] +X2,3[2] &2,3[1] -
X1,3[2] £1,2[2] &2,3[1 ]+X23[2}§ 3[2] +X2,4[2] £2,4[1] —X1,4[2] €1,2[2] &2,4[1] +
X2,4[2] £2,4[2] +X2,5[2] &3,5[1] = X1,5[2] £1,2[2] £2,5[1] + Xa,5[2] £2,5[2] +X3,4[2] &3,4[1] -
X1,4[2] £1,3[2] &3,4[1] = X2,4[2] 52,3[ 1€3,4[1] +X3,4[2] £3,4[2] +X3,5[2] &5,5[1] -
X1,5[2] £1,3[2] &3,5[1] - X2,5[2] £2,3[2] €3,5[1] +X3,5[2] &£3,5[2] + Xq,5[2] Ea,5[1] -
X1,5[2] £1,4[2] Ea,5[1] = X2,5[2] £2,4[2] €a,5[1] —X3,5[2] &£3,4[2] Ea,5[1] + Xa,5[2] Ea,5([2]

in-]:= Expand@Total[sol /. {§.s = E.s5[1], Nas = E.s[2] , Rule » Times, A1, f 5 [_] = X,5[2]11] -
osol

Out[e]=
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