
In[ ]:= am1,2→3

Out[ ]= {1,2}→{3}a3 (α1 + α2), x3 ⅇ
-γ α2 ξ1 + ξ2, 1

In[ ]:= bm1,2→3

Out[ ]= {1,2}→{3}b3 (β1 + β2), y3 (η1 + η2), 1 - y3 β1 η2 ϵ +
1

2
y3 β1

2 η2 + y3
2 β1

2 η2
2 ϵ2 + O[ϵ]3

In[ ]:= aΔ1→2,3

Out[ ]= {1}→{2,3}a2 α1 + a3 α1, x2 ξ1 + x3 ξ1,

1 +
1

2
-2 ℏ a2 x3 ξ1 + γ ℏ x2 x3 ξ1

2 ϵ +
1

24
12 ℏ2 a2

2 x3 ξ1 + 6 γ2 ℏ2 x2 x3 ξ1
2 - 12 γ ℏ2 a2 x2 x3 ξ1

2 +

12 ℏ2 a2
2 x3

2 ξ1
2 + 4 γ2 ℏ2 x2

2 x3 ξ1
3 + 4 γ2 ℏ2 x2 x3

2 ξ1
3 - 12 γ ℏ2 a2 x2 x3

2 ξ1
3 + 3 γ2 ℏ2 x2

2 x3
2 ξ1

4 ϵ2 + O[ϵ]3

In[ ]:= bΔ1→2,3

Out[ ]= {1}→{2,3}b2 β1 + b3 β1, B3 y2 η1 + y3 η1, 1 +
1

2
γ ℏ B3 y2 y3 η1

2 ϵ +

1

24
6 γ2 ℏ2 B3 y2 y3 η1

2 + 4 γ2 ℏ2 B3
2 y2

2 y3 η1
3 + 4 γ2 ℏ2 B3 y2 y3

2 η1
3 + 3 γ2 ℏ2 B3

2 y2
2 y3

2 η1
4 ϵ2 + O[ϵ]3
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In[ ]:= {i,j}→{i,j}[βi bi + αj aj, ηi yi + ξj xj, 1] aΔi→1,2 // aΔ2→2,3 // aS3 bΔj→-1,-2 // bΔ-2→-2,-3 //

P-1,3 P-3,1 am2,j→k bmi,-2→k

Out[ ]= {i,j}→{k}ak αi + ak αj + bk βi + bk βj,
1

ℏ i j

(ℏ yk i j ηi + ℏ yk j ηj + ℏ xk i ξi + i j ηj ξi - Bk i j ηj ξi + ℏ xk i j ξj),

1 +
1

4 ℏ i j

-4 ℏ yk j βi ηj - 4 ℏ xk i βj ξi + 4 γ ℏ2 xk yk ηj ξi +

4 ℏ ak Bk i j ηj ξi + 2 γ ℏ yk j ηj
2 ξi - 6 γ ℏ Bk yk j ηj

2 ξi + 2 γ ℏ xk i ηj ξi
2 -

6 γ ℏ Bk xk i ηj ξi
2 + γ i j ηj

2 ξi
2 - 4 γ Bk i j ηj

2 ξi
2 + 3 γ Bk

2 i j ηj
2 ξi

2 ϵ +
1

288 ℏ2 i
2 j

2

144 ℏ2 yk i j
2 βi

2 ηj + 144 ℏ2 yk
2 j

2 βi
2 ηj

2 + 144 ℏ2 xk i
2 j βj

2 ξi + 144 γ2 ℏ4 xk yk i j ηj ξi -

144 ℏ3 ak
2 Bk i

2 j
2 ηj ξi - 288 γ ℏ3 xk yk i j βi ηj ξi - 288 γ ℏ3 xk yk i j βj ηj ξi +

288 ℏ2 xk yk i j βi βj ηj ξi + 144 γ2 ℏ4 xk yk
2 j ηj

2 ξi + 72 γ2 ℏ3 yk i j
2 ηj

2 ξi -

360 γ2 ℏ3 Bk yk i j
2 ηj

2 ξi + 432 γ ℏ3 ak Bk yk i j
2 ηj

2 ξi - 288 γ ℏ3 xk yk
2 j βi ηj

2 ξi -

144 γ ℏ2 yk i j
2 βi ηj

2 ξi + 432 γ ℏ2 Bk yk i j
2 βi ηj

2 ξi - 288 ℏ2 ak Bk yk i j
2 βi ηj

2 ξi +

48 γ2 ℏ3 yk
2 j

2 ηj
3 ξi - 336 γ2 ℏ3 Bk yk

2 j
2 ηj

3 ξi - 144 γ ℏ2 yk
2 j

2 βi ηj
3 ξi + 432 γ ℏ2 Bk yk

2 j
2 βi ηj

3 ξi +

144 ℏ2 xk
2 i

2 βj
2 ξi

2 + 144 γ2 ℏ4 xk
2 yk i ηj ξi

2 + 72 γ2 ℏ3 xk i
2 j ηj ξi

2 - 360 γ2 ℏ3 Bk xk i
2 j ηj ξi

2 +

432 γ ℏ3 ak Bk xk i
2 j ηj ξi

2 - 288 γ ℏ3 xk
2 yk i βj ηj ξi

2 - 144 γ ℏ2 xk i
2 j βj ηj ξi

2 +

432 γ ℏ2 Bk xk i
2 j βj ηj ξi

2 - 288 ℏ2 ak Bk xk i
2 j βj ηj ξi

2 + 144 γ2 ℏ4 xk
2 yk

2 ηj
2 ξi

2 +

360 γ2 ℏ3 xk yk i j ηj
2 ξi

2 - 1512 γ2 ℏ3 Bk xk yk i j ηj
2 ξi

2 + 288 γ ℏ3 ak Bk xk yk i j ηj
2 ξi

2 +

36 γ2 ℏ2 i
2 j

2 ηj
2 ξi

2 - 216 γ2 ℏ2 Bk i
2 j

2 ηj
2 ξi

2 + 288 γ ℏ2 ak Bk i
2 j

2 ηj
2 ξi

2 +

180 γ2 ℏ2 Bk
2 i

2 j
2 ηj

2 ξi
2 - 432 γ ℏ2 ak Bk

2 i
2 j

2 ηj
2 ξi

2 + 144 ℏ2 ak
2 Bk

2 i
2 j

2 ηj
2 ξi

2 -

144 γ ℏ2 xk yk i j βi ηj
2 ξi

2 + 432 γ ℏ2 Bk xk yk i j βi ηj
2 ξi

2 - 144 γ ℏ2 xk yk i j βj ηj
2 ξi

2 +

432 γ ℏ2 Bk xk yk i j βj ηj
2 ξi

2 + 144 γ2 ℏ3 xk yk
2 j ηj

3 ξi
2 - 432 γ2 ℏ3 Bk xk yk

2 j ηj
3 ξi

2 +

120 γ2 ℏ2 yk i j
2 ηj

3 ξi
2 - 816 γ2 ℏ2 Bk yk i j

2 ηj
3 ξi

2 + 144 γ ℏ2 ak Bk yk i j
2 ηj

3 ξi
2 +

984 γ2 ℏ2 Bk
2 yk i j

2 ηj
3 ξi

2 - 432 γ ℏ2 ak Bk
2 yk i j

2 ηj
3 ξi

2 - 72 γ ℏ yk i j
2 βi ηj

3 ξi
2 +

288 γ ℏ Bk yk i j
2 βi ηj

3 ξi
2 - 216 γ ℏ Bk

2 yk i j
2 βi ηj

3 ξi
2 + 36 γ2 ℏ2 yk

2 j
2 ηj

4 ξi
2 -

216 γ2 ℏ2 Bk yk
2 j

2 ηj
4 ξi

2 + 324 γ2 ℏ2 Bk
2 yk

2 j
2 ηj

4 ξi
2 + 48 γ2 ℏ3 xk

2 i
2 ηj ξi

3 - 336 γ2 ℏ3 Bk xk
2 i

2 ηj ξi
3 -

144 γ ℏ2 xk
2 i

2 βj ηj ξi
3 + 432 γ ℏ2 Bk xk

2 i
2 βj ηj ξi

3 + 144 γ2 ℏ3 xk
2 yk i ηj

2 ξi
3 -

432 γ2 ℏ3 Bk xk
2 yk i ηj

2 ξi
3 + 120 γ2 ℏ2 xk i

2 j ηj
2 ξi

3 - 816 γ2 ℏ2 Bk xk i
2 j ηj

2 ξi
3 +

144 γ ℏ2 ak Bk xk i
2 j ηj

2 ξi
3 + 984 γ2 ℏ2 Bk

2 xk i
2 j ηj

2 ξi
3 - 432 γ ℏ2 ak Bk

2 xk i
2 j ηj

2 ξi
3 -

72 γ ℏ xk i
2 j βj ηj

2 ξi
3 + 288 γ ℏ Bk xk i

2 j βj ηj
2 ξi

3 - 216 γ ℏ Bk
2 xk i

2 j βj ηj
2 ξi

3 +

144 γ2 ℏ2 xk yk i j ηj
3 ξi

3 - 720 γ2 ℏ2 Bk xk yk i j ηj
3 ξi

3 + 864 γ2 ℏ2 Bk
2 xk yk i j ηj

3 ξi
3 +

40 γ2 ℏ i
2 j

2 ηj
3 ξi

3 - 312 γ2 ℏ Bk i
2 j

2 ηj
3 ξi

3 + 72 γ ℏ ak Bk i
2 j

2 ηj
3 ξi

3 + 600 γ2 ℏ Bk
2 i

2 j
2 ηj

3 ξi
3 -

288 γ ℏ ak Bk
2 i

2 j
2 ηj

3 ξi
3 - 328 γ2 ℏ Bk

3 i
2 j

2 ηj
3 ξi

3 + 216 γ ℏ ak Bk
3 i

2 j
2 ηj

3 ξi
3 + 36 γ2 ℏ yk i j

2 ηj
4 ξi

3 -

252 γ2 ℏ Bk yk i j
2 ηj

4 ξi
3 + 540 γ2 ℏ Bk

2 yk i j
2 ηj

4 ξi
3 - 324 γ2 ℏ Bk

3 yk i j
2 ηj

4 ξi
3 +

36 γ2 ℏ2 xk
2 i

2 ηj
2 ξi

4 - 216 γ2 ℏ2 Bk xk
2 i

2 ηj
2 ξi

4 + 324 γ2 ℏ2 Bk
2 xk

2 i
2 ηj

2 ξi
4 + 36 γ2 ℏ xk i

2 j ηj
3 ξi

4 -

252 γ2 ℏ Bk xk i
2 j ηj

3 ξi
4 + 540 γ2 ℏ Bk

2 xk i
2 j ηj

3 ξi
4 - 324 γ2 ℏ Bk

3 xk i
2 j ηj

3 ξi
4 + 9 γ2 i

2 j
2 ηj

4 ξi
4 -

72 γ2 Bk i
2 j

2 ηj
4 ξi

4 + 198 γ2 Bk
2 i

2 j
2 ηj

4 ξi
4 - 216 γ2 Bk

3 i
2 j

2 ηj
4 ξi

4 + 81 γ2 Bk
4 i

2 j
2 ηj

4 ξi
4 ϵ2 + O[ϵ]3

In[ ]:= $k = 4

Out[ ]= 4
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In[ ]:= bΔ1→2,3

Out[ ]= {1}→{2,3}b2 β1 + b3 β1, B3 y2 η1 + y3 η1, 1 +
1

2
γ ℏ B3 y2 y3 η1

2 ϵ +

1

24
6 γ2 ℏ2 B3 y2 y3 η1

2 + 4 γ2 ℏ2 B3
2 y2

2 y3 η1
3 + 4 γ2 ℏ2 B3 y2 y3

2 η1
3 + 3 γ2 ℏ2 B3

2 y2
2 y3

2 η1
4 ϵ2 +

1

48
4 γ3 ℏ3 B3 y2 y3 η1

2 + 8 γ3 ℏ3 B3
2 y2

2 y3 η1
3 + 8 γ3 ℏ3 B3 y2 y3

2 η1
3 + 2 γ3 ℏ3 B3

3 y2
3 y3 η1

4 + 16 γ3 ℏ3 B3
2 y2

2 y3
2 η1

4 +

2 γ3 ℏ3 B3 y2 y3
3 η1

4 + 4 γ3 ℏ3 B3
3 y2

3 y3
2 η1

5 + 4 γ3 ℏ3 B3
2 y2

2 y3
3 η1

5 + γ3 ℏ3 B3
3 y2

3 y3
3 η1

6 ϵ3 +

1

5760
120 γ4 ℏ4 B3 y2 y3 η1

2 + 560 γ4 ℏ4 B3
2 y2

2 y3 η1
3 + 560 γ4 ℏ4 B3 y2 y3

2 η1
3 + 360 γ4 ℏ4 B3

3 y2
3 y3 η1

4 +

2460 γ4 ℏ4 B3
2 y2

2 y3
2 η1

4 + 360 γ4 ℏ4 B3 y2 y3
3 η1

4 + 48 γ4 ℏ4 B3
4 y2

4 y3 η1
5 + 1536 γ4 ℏ4 B3

3 y2
3 y3

2 η1
5 +

1536 γ4 ℏ4 B3
2 y2

2 y3
3 η1

5 + 48 γ4 ℏ4 B3 y2 y3
4 η1

5 + 200 γ4 ℏ4 B3
4 y2

4 y3
2 η1

6 + 940 γ4 ℏ4 B3
3 y2

3 y3
3 η1

6 +

200 γ4 ℏ4 B3
2 y2

2 y3
4 η1

6 + 120 γ4 ℏ4 B3
4 y2

4 y3
3 η1

7 + 120 γ4 ℏ4 B3
3 y2

3 y3
4 η1

7 + 15 γ4 ℏ4 B3
4 y2

4 y3
4 η1

8 ϵ4 + O[ϵ]5
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