
Pensieve header: Testing lemmas 1,2,3 of the DoPeGDO handouts.

Goal:
Implement Actk,B[F, ℰ] := [F, ℰ]B and Contractk,B[F, ℰ] := 〈F, ℰ〉B as power series in ℏ, to degree k, and 
verify lemmas 1, 2, and 3. Inserting ℏ in the appropriate places is user responsibility.

Generic Polynomials:

In[ ]:= GenericPolynomial[d_Integer, vars_List, gc_] := TotalMap

gcSequence@@# Times @@ vars# &,

Join @@ Permutations /@ IntegerPartitions[d + Length@vars, {Length@vars}] - 1

;

GenericPolynomial[specs_List, vars_List, gc_] :=

Sum[GenericPolynomial[specs〚1〛, vars, gc], specs]

Variables and their duals:

In[ ]:= {t*, b*, y*, a*, x*, z*} = {τ, β, η, α, ξ, ζ};

{τ
*, β

*, η
*, α

*, ξ
*, ζ

*
} = {t, b, y, a, x, z}; u_i_

* := (u*)i; B_List* := #* & /@ B;

Act and Contract:

In[ ]:= Actk_,B_[F_, ℰ_] := Total

CoefficientRulesNormal@SeriesⅇB
*.F.B*/2, {ℏ, 0, k}, B* /.

(ps_ → c_) ⧴ c D[ℰ, Sequence @@ Thread[{B, ps}]]

 + O[ℏ]k+1;

Contractk_,B_[F_, ℰ_] := Actk,B[F, ℰ] /. Alternatives @@ B → 0
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In[ ]:= Act2,{x}ℏ {{1}}, ⅇ
x x


Out[ ]= ⅇx
2

+ ⅇx
2

1 + 2 x2 ℏ +
1

2
ⅇx

2

3 + 12 x2 + 4 x4 ℏ2 + O[ℏ]3

In[ ]:= Log@Contract10,{x}ℏ {{1}}, ⅇ
x x


Out[ ]= ℏ + ℏ2 +
4 ℏ3

3
+ 2 ℏ4 +

16 ℏ5

5
+
16 ℏ6

3
+
64 ℏ7

7
+ 16 ℏ8 +

256 ℏ9

9
+
256 ℏ10

5
+ O[ℏ]11

In[ ]:= Act2,{x,y}ℏ 
0 1
1 0

, ⅇ
x y


Out[ ]= ⅇx y + ⅇx y 1 + x y ℏ +
1

2
ⅇx y 2 + 4 x y + x2 y2 ℏ2 + O[ℏ]3

In[ ]:= Contract3,{x,y}ℏ 
0 1
1 0

, ⅇ
3 x y



Out[ ]= 1 + 3 ℏ + 9 ℏ2 + 27 ℏ3 + O[ℏ]4

Testing Lemma 1.

In[ ]:= {p = 10, B = {x}, F = ℏ {{f}}, G = {{g}}, ℰ = GenericPolynomial[{d, 0, 4}, B, c]}

Out[ ]= 10, {x}, {{f ℏ}}, {{g}}, c0 + x c1 + x2 c2 + x3 c3 + x4 c4

In[ ]:= lhs = Simplify@Contractp,{x}F, ℰ ⅇ
B.G.B/2



Out[ ]= c0 +
1

2
f g c0 + f c2 ℏ +

3

8
f2 g2 c0 + 4 g c2 + 8 c4 ℏ2 +

5

16
f3 g g2 c0 + 6 g c2 + 24 c4 ℏ3 +

35

128
f4 g2 g2 c0 + 8 g c2 + 48 c4 ℏ4 +

63

256
f5 g3 g2 c0 + 10 g c2 + 80 c4 ℏ5 +

231 f6 g4 g2 c0 + 12 g c2 + 120 c4 ℏ6

1024
+

429 f7 g5 g2 c0 + 14 g c2 + 168 c4 ℏ7

2048
+
6435 f8 g6 g2 c0 + 16 g c2 + 224 c4 ℏ8

32 768
+

12 155 f9 g7 g2 c0 + 18 g c2 + 288 c4 ℏ9

65 536
+
46 189 f10 g8 g2 c0 + 20 g c2 + 360 c4 ℏ10

262 144
+ O[ℏ]11
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In[ ]:= rhs = SimplifySeries

Det[{{1}} - G.F]-1/2 Contractp,{x}[F.Inverse[{{1}} - G.F], ℰ ],

{ℏ, 0, p}



Out[ ]= c0 +
1

2
f g c0 + f c2 ℏ +

3

8
f2 g2 c0 + 4 g c2 + 8 c4 ℏ2 +

5

16
f3 g g2 c0 + 6 g c2 + 24 c4 ℏ3 +

35

128
f4 g2 g2 c0 + 8 g c2 + 48 c4 ℏ4 +

63

256
f5 g3 g2 c0 + 10 g c2 + 80 c4 ℏ5 +

231 f6 g4 g2 c0 + 12 g c2 + 120 c4 ℏ6

1024
+

429 f7 g5 g2 c0 + 14 g c2 + 168 c4 ℏ7

2048
+
6435 f8 g6 g2 c0 + 16 g c2 + 224 c4 ℏ8

32 768
+

12 155 f9 g7 g2 c0 + 18 g c2 + 288 c4 ℏ9

65 536
+
46 189 f10 g8 g2 c0 + 20 g c2 + 360 c4 ℏ10

262 144
+ O[ℏ]11

In[ ]:= Simplifylhs  rhs

Out[ ]= 1 + O[ℏ]11

In[ ]:= p = 2, B = {x, y}, F = ℏ 
f11 f12
f12 f22

, G = 
g11 g12
g12 g22

, ℰ = GenericPolynomial[{d, 0, 2}, B, c]

Out[ ]= 2, {x, y}, {{ℏ f11, ℏ f12}, {ℏ f12, ℏ f22}},

{{g11, g12}, {g12, g22}}, c0,0 + y c0,1 + y2 c0,2 + x c1,0 + x y c1,1 + x2 c2,0

In[ ]:= lhs = Simplify@Contractp,BF, ℰ ⅇ
B.G.B/2



Out[ ]= c0,0 +
1

2
f22 g22 c0,0 + 2 c0,2 + 2 f12 (g12 c0,0 + c1,1) + f11 g11 c0,0 + 2 c2,0 ℏ +

1

8
3 f22

2 g22 (g22 c0,0 + 4 c0,2) + 12 f12 f22 g12 g22 c0,0 + 2 c0,2 + g22 c1,1 +

3 f11
2 g11 (g11 c0,0 + 4 c2,0) + 12 f11 f12 g11 (g12 c0,0 + c1,1) + 2 g12 c2,0 +

2 2 f12
2 + f11 f22 2 g12

2 c0,0 + g11 g22 c0,0 + 2 c0,2 + 4 g12 c1,1 + 2 g22 c2,0 ℏ2 + O[ℏ]3

In[ ]:= rhs = SimplifySeries

Det 1 0
0 1

 - G.F
-1/2

Contractp,BF.Inverse
1 0
0 1

 - G.F, ℰ ,

{ℏ, 0, p}



Out[ ]= c0,0 +
1

2
f11 g11 + 2 f12 g12 + f22 g22 c0,0 + f22 c0,2 + f12 c1,1 + f11 c2,0 ℏ +

1

8
3 f22

2 g22 (g22 c0,0 + 4 c0,2) + 12 f12 f22 g12 g22 c0,0 + 2 c0,2 + g22 c1,1 +

3 f11
2 g11 (g11 c0,0 + 4 c2,0) + 4 f12

2 2 g12
2 c0,0 + g11 g22 c0,0 + 2 c0,2 + 4 g12 c1,1 + 2 g22 c2,0 +

2 f11 6 f12 g11 (g12 c0,0 + c1,1) + 2 g12 c2,0 +

f22 2 g12
2 c0,0 + g11 g22 c0,0 + 2 c0,2 + 4 g12 c1,1 + 2 g22 c2,0 ℏ2 + O[ℏ]3

In[ ]:= Simplifylhs  rhs

Out[ ]= 1 + O[ℏ]3
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Testing Lemma 2.

In[ ]:= {n = 2, p = 2, B = Table[zi, {i, n}], Y = Table[yi, {i, n}],

F = ℏ Table[f{10,1}.Sort[{i,j}], {i, n}, {j, n}], ℰ = GenericPolynomial[{d, 0, 3}, B, c]}

Out[ ]= 2, 2, {z1, z2}, {y1, y2}, {{ℏ f11, ℏ f12}, {ℏ f12, ℏ f22}},

c0,0 + z2 c0,1 + z2
2 c0,2 + z2

3 c0,3 + z1 c1,0 + z1 z2 c1,1 + z1 z2
2 c1,2 + z1

2 c2,0 + z1
2 z2 c2,1 + z1

3 c3,0

In[ ]:= lhs = Simplify@Contractp,BF, ℰ ⅇ
Y.B



Out[ ]= c0,0 +
1

2
f22 y2

2 c0,0 + 2 y2 c0,1 + 2 c0,2 +

2 f12 (y1 (y2 c0,0 + c0,1) + y2 c1,0 + c1,1) + f11 y1
2 c0,0 + 2 y1 c1,0 + 2 c2,0 ℏ +

1

8
f22

2 y2 y2
3 c0,0 + 4 y2

2 c0,1 + 12 y2 c0,2 + 24 c0,3 + 4 f12 f22

y1 y2
3 c0,0 + 3 y2

2 c0,1 + 6 y2 c0,2 + 6 c0,3 + y2 y2
2 c1,0 + 3 y2 c1,1 + 6 c1,2 + 2 2 f12

2 + f11 f22

y1
2 y2

2 c0,0 + 2 y2 c0,1 + 2 c0,2 + 2 y1 y2
2 c1,0 + 2 y2 c1,1 + 2 c1,2 + 2 y2 y2 c2,0 + 2 c2,1 +

f11
2 y1 y1

3 c0,0 + 4 y1
2 c1,0 + 12 y1 c2,0 + 24 c3,0 +

4 f11 f12 y1
3 (y2 c0,0 + c0,1) + 3 y1

2 (y2 c1,0 + c1,1) + 6 y1 (y2 c2,0 + c2,1) + 6 y2 c3,0 ℏ2 + O[ℏ]3

In[ ]:= rhs = SimplifySeries

ⅇ
Y.F.Y/2 Contractp,B[F, ℰ /. Thread[B → B + F.Y]],

{ℏ, 0, p}

Out[ ]= c0,0 +
1

2
f22 y2

2 c0,0 + 2 y2 c0,1 + 2 c0,2 +

f12 (y1 (y2 c0,0 + c0,1) + y2 c1,0 + c1,1) + f11
1

2
y1
2 c0,0 + y1 c1,0 + c2,0 ℏ +

1

8
f11 y1

2 + y2 2 f12 y1 + f22 y2
2
c0,0 + 8 f12 y1 + f22 y2

2 c0,2 +

8 f11 y1 + f12 y2 f12 y1 + f22 y2 c1,1 + 4 f22 6 f12 y1 + f22 y2 c0,3 + 2 f11 y1 + f12 y2 c1,2 +

8 f11 y1 + f12 y2
2 c2,0 + 4 f11 y1

2 + y2 2 f12 y1 + f22 y2

f22 (y2 c0,1 + c0,2) + f12 (y1 c0,1 + y2 c1,0 + c1,1) + f11 (y1 c1,0 + c2,0) +

8 f12 2 f12 y1 + f22 y2 c1,2 + 2 f11 y1 + f12 y2 c2,1 +

4 f11 2 f12 y1 + f22 y2 c2,1 + 6 f11 y1 + f12 y2 c3,0 ℏ2 + O[ℏ]3

In[ ]:= Simplify[lhs == rhs]

Out[ ]= O[ℏ]3 ⩵ 0

Testing Lemma 3.
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In[ ]:= {n = 2, p = 3, B = Table[bi, {i, n}],

F = ℏ Table[f{10,1}.Sort[{i,j}], {i, n}, {j, n}], P = GenericPolynomial[{d, 0, 2}, B, c]}

Out[ ]= 2, 3, {b1, b2}, {{ℏ f11, ℏ f12}, {ℏ f12, ℏ f22}}, c0,0 + b2 c0,1 + b2
2 c0,2 + b1 c1,0 + b1 b2 c1,1 + b1

2 c2,0

In[ ]:= ShortZ = Simplify@PowerExpand@Simplify@LogActp,Bλ F, ⅇ
P
, 5

Out[ ]//Short= c0,0 + b2
2 c0,2 + b2 c0,1 + b1 c1,1 + b1 c1,0 + b1 c2,0 +

1

2
λ f22 c0,1

2 + 4 b2
2 c0,2

2 + b1
2 c1,1

2 + 2 c0,1 2 b2 c0,2 + b1 c1,1 + c0,2 2 + 4 b1 b2 c1,1 +

f11 c1,0
2 + b2

2 c1,1
2 + 4 b1 b2 c1,1 c2,0 + 2 c1,0 b2 c1,1 + 2 b1 c2,0 + 2 c2,0 1 + 2 b1

2 c2,0 +

2 f12 2 b2
2 c0,2 c1,1 + c0,1 c1,0 + b2 c1,1 + 2 b1 c2,0 + c1,1 1 + b1 c1,0 + 2 b1

2 c2,0 +

b2 b1 c1,1
2 + 2 c0,2 c1,0 + 2 b1 c2,0 ℏ +

1

2
λ2 1 ℏ2 +

1

6
λ3 4 f22

3 c0,2
2 3 c0,1

2 + 12 b2
2 c0,2

2 + 3 b1
2 c1,1

2 + 6 c0,1 2 b2 c0,2 + b1 c1,1 + 2 c0,2 1 + 6 b1 b2 c1,1 +

5 + 3 f22 1 ℏ3 + O[ℏ]4

In[ ]:= Simplify[Z /. λ → 0]

Out[ ]= c0,0 + b2
2 c0,2 + b2 c0,1 + b1 c1,1 + b1 c1,0 + b1 c2,0 + O[ℏ]4

In[ ]:= SimplifyZ /. λ → 0 ⩵ P

Out[ ]= O[ℏ]4 ⩵ 0

In[ ]:= lhs = ∂λZ
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Out[ ]=

1

2
f22 c0,1

2 + 4 b2
2 c0,2

2 + b1
2 c1,1

2 + 2 c0,1 2 b2 c0,2 + b1 c1,1 + c0,2 2 + 4 b1 b2 c1,1 +

f11 c1,0
2 + b2

2 c1,1
2 + 4 b1 b2 c1,1 c2,0 + 2 c1,0 b2 c1,1 + 2 b1 c2,0 + 2 c2,0 1 + 2 b1

2 c2,0 +

2 f12 2 b2
2 c0,2 c1,1 + c0,1 c1,0 + b2 c1,1 + 2 b1 c2,0 +

c1,1 1 + b1 c1,0 + 2 b1
2 c2,0 + b2 b1 c1,1

2 + 2 c0,2 c1,0 + 2 b1 c2,0 ℏ +

λ 2 f22
2 c0,2 c0,1

2 + 4 b2
2 c0,2

2 + b1
2 c1,1

2 + 2 c0,1 2 b2 c0,2 + b1 c1,1 + c0,2 1 + 4 b1 b2 c1,1 +

2 f11
2 c2,0 c1,0

2 + b2
2 c1,1

2 + c2,0 + 4 b1 b2 c1,1 c2,0 + 4 b1
2 c2,0

2 + 2 c1,0 b2 c1,1 + 2 b1 c2,0 +

f12
2 2 c0,1

2 c2,0 + 8 b2
2 c0,2

2 c2,0 + 2 c0,1 c1,1 c1,0 + b2 c1,1 + 4 b1 c2,0 +

c1,1
2 1 + 2 b1 c1,0 + b2 c1,1 + 6 b1

2 c2,0 + 2 c0,2

c1,0
2 + 3 b2

2 c1,1
2 + 4 b2 c0,1 + 3 b1 c1,1 c2,0 + 4 c1,0 b2 c1,1 + b1 c2,0 + 2 c2,0 1 + 2 b1

2 c2,0 +

2 f11 f12 c1,0
2 c1,1 + b2

2 c1,1
3 + 4 c0,2 c1,1 c2,0 + 2 c2,0 2 b1 c0,1 c2,0 + c1,1 1 + 4 b1

2 c2,0 +

2 c1,0 c0,1 + 3 b1 c1,1 c2,0 + b2 c1,1
2 + 2 c0,2 c2,0 +

2 b2 c2,0 c0,1 c1,1 + b1 3 c1,1
2 + 4 c0,2 c2,0 +

f22 f11 c1,1 4 b2
2 c0,2 c1,1 + 2 c0,1 c1,0 + b2 c1,1 + 2 b1 c2,0 + c1,1 1 + 2 b1 c1,0 + 4 b1

2 c2,0 +

2 b2 b1 c1,1
2 + 2 c0,2 c1,0 + 2 b1 c2,0 + 2 f12 c0,1

2 c1,1 + 8 b2
2 c0,2

2 c1,1 + b1
2 c1,1

3 +

2 c0,2 c1,1 1 + b1 c1,0 + 2 b1
2 c2,0 + 2 b2 c0,2 3 b1 c1,1

2 + 2 c0,2 c1,0 + 2 b1 c2,0 +

2 c0,1 b1 c1,1
2 + c0,2 c1,0 + 3 b2 c1,1 + 2 b1 c2,0 ℏ2 +

1

2
λ2 4 f22

3 c0,2
2 3 c0,1

2 + 12 b2
2 c0,2

2 + 3 b1
2 c1,1

2 + 6 c0,1 2 b2 c0,2 + b1 c1,1 + 2 c0,2 1 + 6 b1 b2 c1,1 +

4 f11
3 c2,0

2 3 c1,0
2 + 3 b2

2 c1,1
2 + 12 b1 b2 c1,1 c2,0 + 6 c1,0 b2 c1,1 + 2 b1 c2,0 + 2 c2,0 1 + 6 b1

2 c2,0 +

24 f11
2 f12 c2,0 c1,0

2 c1,1 + b2
2 c1,1

3 + 2 c0,2 c1,1 c2,0 + c2,0 2 b1 c0,1 c2,0 + c1,1 1 + 6 b1
2 c2,0 + c1,0

c0,1 + 5 b1 c1,1 c2,0 + 2 b2 c1,1
2 + c0,2 c2,0 + b2 c2,0 c0,1 c1,1 + b1 5 c1,1

2 + 4 c0,2 c2,0 +

3 f22
2 f11 c1,1 c0,1

2 c1,1 + 12 b2
2 c0,2

2 c1,1 + b1
2 c1,1

3 + c0,2 c1,1 2 + 4 b1 c1,0 + 8 b1
2 c2,0 + 8 b2

c0,2 b1 c1,1
2 + c0,2 c1,0 + 2 b1 c2,0 + 2 c0,1 b1 c1,1

2 + 2 c0,2 c1,0 + 2 b2 c1,1 + 2 b1 c2,0 +

8 f12 c0,2 c0,1
2 c1,1 + 6 b2

2 c0,2
2 c1,1 + b1

2 c1,1
3 + c0,2 c1,1 1 + b1 c1,0 + 2 b1

2 c2,0 + b2 c0,2

5 b1 c1,1
2 + 2 c0,2 c1,0 + 2 b1 c2,0 + c0,1 2 b1 c1,1

2 + c0,2 c1,0 + 5 b2 c1,1 + 2 b1 c2,0 +

3 f11 f12
2 c1,0

2 3 c1,1
2 + 8 c0,2 c2,0 + b2

2 3 c1,1
4 + 32 c0,2 c1,1

2 c2,0 + 16 c0,2
2 c2,0

2  +

4 b2 c2,0 6 b1 c1,1 c1,1
2 + 4 c0,2 c2,0 + c0,1 3 c1,1

2 + 4 c0,2 c2,0 +

2 c1,0 2 c2,0 3 c0,1 c1,1 + 6 b1 c1,1
2 + 8 b1 c0,2 c2,0 + b2 3 c1,1

3 + 20 c0,2 c1,1 c2,0 +

2 c2,0 16 b1 c0,1 c1,1 c2,0 + c1,1
2 3 + 20 b1

2 c2,0 + 2 c2,0 c0,1
2 + 2 c0,2 1 + 4 b1

2 c2,0 +

2 f12
3 24 b2 c0,2

2 c2,0 c1,0 + 2 b2 c1,1 + 2 b1 c2,0 + c1,1

6 c0,1
2 c2,0 + 3 c0,1 c1,1 c1,0 + b2 c1,1 + 6 b1 c2,0 + c1,1

2 1 + 3 b1 c1,0 + b2 c1,1 + 12 b1
2 c2,0 +

6 c0,2 c1,0
2 c1,1 + c1,0 3 b2 c1,1

2 + 2 c0,1 + 3 b1 c1,1 c2,0 +

2 b2
2 c1,1

3 + 3 b2 c1,1 c0,1 + 2 b1 c1,1 c2,0 + c2,0 2 b1 c0,1 c2,0 + c1,1 1 + 4 b1
2 c2,0 +

3 f22 f12
2 3 c1,1

2 c0,1 + b1 c1,1
2
+ 32 b2

2 c0,2
3 c2,0 + 4 c0,2

2 c1,0
2 + 10 b2

2 c1,1
2 + 8 b2 c0,1 + 3 b1 c1,1

c2,0 + 4 c1,0 2 b2 c1,1 + b1 c2,0 + 2 c2,0 1 + 2 b1
2 c2,0 + 2 c0,2 4 c0,1

2 c2,0 + 2 c0,1

c1,1 3 c1,0 + 6 b2 c1,1 + 10 b1 c2,0 + c1,1
2 3 + 6 b1 c1,0 + 2 b2 c1,1 + 16 b1

2 c2,0 +

f11
2 c1,1 c1,0

2 c1,1 + b2
2 c1,1

3 + 8 c0,2 c1,1 c2,0 + 2 c2,0 4 b1 c0,1 c2,0 + c1,1 1 + 6 b1
2 c2,0 +

4 b2 c2,0 c0,1 c1,1 + 2 b1 c1,1
2 + 2 c0,2 c2,0 +

2 c1,0 2 c0,1 + 2 b1 c1,1 c2,0 + b2 c1,1
2 + 4 c0,2 c2,0 +

2 f11 f12 8 b2 c0,2
2 c2,0 c1,0 + 2 b2 c1,1 + 2 b1 c2,0 + c1,1 2 c0,1

2 c2,0 +

c0,1 c1,1 3 c1,0 + 3 b2 c1,1 + 10 b1 c2,0 + c1,1
2 1 + 3 b1 c1,0 + b2 c1,1 + 8 b1

2 c2,0 +

2 c0,2 c1,0
2 c1,1 + c1,0 5 b2 c1,1

2 + 2 c0,1 + 3 b1 c1,1 c2,0 + 2 2 b2
2 c1,1

3 + b2 c1,1

3 c0,1 + 8 b1 c1,1 c2,0 + c2,0 2 b1 c0,1 c2,0 + c1,1 1 + 4 b1
2 c2,0 ℏ3 + O[ℏ]4
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In[ ]:= B.F.B // Expand

Out[ ]= ℏ b1
2 f11 + 2 ℏ b1 b2 f12 + ℏ b2

2 f22

In[ ]:= Table∂b1,b2(B.F.B)  2, {b1, B}, {b2, B} // MatrixForm

Out[ ]//MatrixForm=


ℏ f11 ℏ f12
ℏ f12 ℏ f22



In[ ]:= Short[rhs = Simplify@Sum[(∂b1,b2(B.F.B)) (∂b1,b2 Z + (∂b1 Z) (∂b2 Z)) / 4, {b1, B}, {b2, B}]]

Out[ ]//Short=

1

2
f22 2 c0,2 + c0,1 + 2 b2 c0,2 + b1 c1,1

2
 +

2 f12 c1,1 + c0,1 + 2 b2 c0,2 + b1 c1,1 c1,0 + b2 c1 + 2 b1 c2,0 +

f11 2 c2,0 + c1,0 + b2 c1,1 + 2 b1 c2,0
2
 ℏ +3 +1

In[ ]:= Simplify[lhs ⩵ rhs]

Out[ ]= O[ℏ]4 ⩵ 0
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