
Pensieve header: The bch co-product for the 2D Lie algebra.

[M_] /; MatrixQ[M] := MatrixExp[M];

a = 
γ 0
0 0

; x = 
0 1
0 0

;

a.x - x.a ⩵ γ x

True

[α a + ξ x] // Simplify // MatrixForm

ⅇα γ -1+ⅇα γ ξ

α γ

0 1

[α1 a + ξ1 x].[α2 a + ξ2 x] ⩵

(α1 + α2) a + (α1 + α2) -1 + ⅇ
γ α1 α2 ξ1 + ⅇ

γ α1 -1 + ⅇ
γ α2 α1 ξ2  -1 + ⅇ

γ (α1+α2) α1 α2

x // Simplify

True

[α1 a + ξ1 x].[α2 a + ξ2 x] // Simplify // MatrixForm

ⅇγ (α1+α2)

-1+ⅇγ α1 ξ1

α1
+

ⅇγ α1 -1+ⅇγ α2 ξ2

α2

γ

0 1

sol =

Simplify{α, ξ} /. SolveThreadFlatten /@ [α1 a + ξ1 x].[α2 a + ξ2 x] ⩵ [α a + ξ x],

{α, ξ}〚1〛 /. C[_] → 0 /. {α1 → αi, α2 → αj, ξ1 → ξi, ξ2 → ξj}

αi + αj, (αi + αj) -1 + ⅇγ αi αj ξi + ⅇγ αi -1 + ⅇγ αj αi ξj  -1 + ⅇγ (αi+αj) αi αj

Δk_→i_,j_[ℰ_] := Simplifyℰ /. αk → αi + αj,

ξk → (αi + αj) -1 + ⅇ
γ αi αj ξi + ⅇ

γ αi -1 + ⅇ
γ αj αi ξj  -1 + ⅇ

γ (αi+αj) αi αj

α1 // Δ1→1,2 // Δ2→2,3

α1 + α2 + α3

(α1 // Δ1→1,2 // Δ2→2,3) ⩵ (α1 // Δ1→2,3 // Δ2→1,2)

True

ξ1 // Δ1→1,2 // Δ2→2,3

(α1 + α2 + α3) ⅇγ α1 -1 + ⅇγ α2 α1 α3 ξ2 + α2 -1 + ⅇγ α1 α3 ξ1 + ⅇγ (α1+α2) -1 + ⅇγ α3 α1 ξ3 

-1 + ⅇγ (α1+α2+α3) α1 α2 α3

ξ1 // Δ1→2,3 // Δ2→1,2

(α1 + α2 + α3) ⅇγ α1 -1 + ⅇγ α2 α1 α3 ξ2 + α2 -1 + ⅇγ α1 α3 ξ1 + ⅇγ (α1+α2) -1 + ⅇγ α3 α1 ξ3 

-1 + ⅇγ (α1+α2+α3) α1 α2 α3

(ξ1 // Δ1→1,2 // Δ2→2,3) ⩵ (ξ1 // Δ1→2,3 // Δ2→1,2)

True
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Simplify[(ξ1 // Δ1→1,2) == (ξ1 // Δ1→2,1)]

-1 + ⅇγ α1 -1 + ⅇγ α2 (α1 + α2) (-α2 ξ1 + α1 ξ2)  -1 + ⅇγ (α1+α2) α1 α2 ⩵ 0

(αi + αj) -1 + ⅇ
γ αi αj ξi + ⅇ

γ αi -1 + ⅇ
γ αj αi ξj  -1 + ⅇ

γ (αi+αj) αi αj // PowerExpand //

FullSimplify

(αi + αj) -1 + ⅇγ αi αj ξi + ⅇγ αi -1 + ⅇγ αj αi ξj  -1 + ⅇγ (αi+αj) αi αj

Simplify(αi + αj) -1 + ⅇ
γ αi αj ξi + ⅇ

γ αi -1 + ⅇ
γ αj αi ξj  -1 + ⅇ

γ (αi+αj) αi αj /. ξj → 0

-1 + ⅇγ αi (αi + αj) ξi

-1 + ⅇγ (αi+αj) αi

Simplify(αi + αj) -1 + ⅇ
γ αi αj ξi + ⅇ

γ αi -1 + ⅇ
γ αj αi ξj  -1 + ⅇ

γ (αi+αj) αi αj /. ξi → 0

ⅇγ αi -1 + ⅇγ αj (αi + αj) ξj

-1 + ⅇγ (αi+αj) αj
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